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4. Tutorium - L6ésungen 08.04.2011

4.1 Einstein-Modell

a) Phasenraumvolumen in H < E:
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® ist das Volumen einer 6 N-dimensionalen Kugel mit Radius v E:
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Die Zahl der Zustédnde kann folgendermafien definiert werden:

v [B(E) — ®(E - A)]
QE;A) = aw [B(E + A) — $(E)]
1 do (E A
R3N
Anmerkungen:

e Im Limes A — 0 und N grofs aber konstant stimmen diese Definitionen iiberein. Fiihrt man den anderen
Limes durch, A klein aber fix und N — oo, erhdlt man drei unterschiedliche Resultate. (Wenn nicht
genauer angegeben, sind beim Test alle drei Varianten giiltig, und auch die Reihenfolge der Limiten
kann frei gew#hlt werden, solange konsistent weitergerechnet wird. ;-) )

e Achtung: An dieser Stelle wird nicht durch N!A3YN dividiert, sondern nur durch A3V . Begriinden kénnte
man das Weglassen von N! damit, dass die Atome im Festkorper fest zugewiesene Pléitze haben, und
dadurch ,unterscheidbar” sind. Zeigen kann man es insofern, als mit dieser Wahl die Entropie eine
extensive Groke wird (siehe unten).

Mogliche Losung im Bereich [E — A, E] fiir kleines aber festgehaltenes A und N — oo (mit & = h/(27)):

O (E;A) = }L?;LN [(E)—®(E—-A)] = (%)w % 1- <ETA>3N = (%)31\[ g;l\;'
S E /.

—0

Zweite Losung im Bereich [E, E + A] fiir kleines aber festgehaltenes A und N — oc:
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Alternative Losung fiir N grof aber festgehalten und A — 0:

Q4(B: A) = —— [6(E) — B(E — A)] = (%)w (?]3\71\;! 1- (%)w = <%>3N %w%
1-3N 3

Dieses Resultat stimmt auch mit dem Ergebnis iiberein, das man {iber die Ableitung erhalt:
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b) Wiirde man die Zustandsdichte D(E) := lima_0 /A berechnen wollen, so sollte man einen Ausdruck
wéhlen, der proportional zu A ist, also 23 oder Q4 (die ident sind), damit die Zustandsdichte nicht divergiert.
D.h. fiir die Zustandsdichte muss man annehmen, dass N festgehalten wird und A — 0.

Hier ist aber nach der Entropie gefragt, und man erhélt nur dann einen sinnvollen Ausdruck ohne stérendes
A, indem man von £ oder )5 ausgeht:

Fir Qll

E
Sl(E, V, N) = I{/’B thl(E; A) = SNkB In a — kB ln(3N)'
Fiir Q4 erhilt man das gleiche, nur einen zusétzlichen Term.
A
So(E,V,N)=S1(E,V,;N)+3NIn(1+ 7 )

An dieser Stelle macht es Sinn, zu iiberpriifen, dass alle Argumente des Logarithmus dimensionslos geschrie-
ben werden kénnen, um Bauchweh zu vermeiden.
Anwendung der Stirling-Formel fiir grofe N: InN! ~ NInN — N.
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Der zusétzliche Term in Se(F,V, N) verschwindet im Limes A — 0:

A A LA A
3N In (”E) = 3N +0%(%) = O(3) ~0.

In diesem Resultat ist die Entropie eine extensive Grofe, d.h. wird £ — 2E, N — 2N, und V' — 2V skaliert,

so skaliert auch S — 25.
Anmerkungen:

e Hiitte man oben durch N! dividiert, wie es sonst bei einem Gas iiblich ist, hitte man S = 3Nkp In(E/N*/3)+
... erhalten, was nicht mehr extensiv wére.

o Hitte man Q3 oder Q4 verwendet, wiirde man einen zusétzlichen Term kg In(A/E) erhalten. Hierbei
muss man sehr vorsichtig sein, A auf richtige Weise gegen 0 gehen zu lassen, damit der zusétzliche Term
vernachléssigbar ist. (Da die Entropie extensiv ist S ~ N, muss der Zusatzterm |In(A/E)| < N ~ S
erfiillen. Da wir A < E wollen, gilt In(E/A) < N und somit £ > A > E/exp(N). Das kann z.B. mit
A ~ E/N < E erfillt werden. Wem A ~ E/N = const zu wenig rasch abféllt, kann auch A ~ E/N?
mit p > 1 nehmen.)
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Im Festkorper haben alle Atome einen vorgegebenen Platz. Das Einstein-Modell, so wie es hier verwendet
wird, weist keinen Druck auf.
d) E(T,V,N) =3NkpT.
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e) Entropie des Gases

3 "
Sgas = kB [ InE" + N"InV" + Cgas(N")
Temperatur
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Weil der Festkorper und das Gas eine gleiche Temperatur haben, gilt
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4.2 Zweidimensionales Gas

a) Phasenraumvolumen in H < F
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Berechnung der Anzahl der Zustdnde entweder iiber die Differenz:
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oder iiber die Ableitung:
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b) Entropie wird am einfachsten berechnet mit Qo (E; A):
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Natiirlich kénnte man es auch iiber Q;(E; A) oder Q3(F; A) berechnen. Fiir 23 miisste man wie oben A
durch geschickte Limes-Bildung aus dem Ergebnis der Entropie vernachlissigen, etwa durch A ~ E/N?.
FirinN!~ NInN — N fir N — oo folgt
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e Diese Entropie ist extensiv, da mit £/N und V/N konstant folgt, dass S o< N.

25/27T5/2mVI1/2E3/2)

= Nkp {ln

e Eine Uberpriifung der Dimensionen im Argument des Logarithmus empfiehlt sich: [m] ~ m, [V] ~ I2,
[I] ~ I>m, [E] ~ p?/m, [h] ~ pl. Somit ist [mVIY2E3/2/h3] ~ (ml2Im'/?p3)/(Pp*m?/?) = 1.
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